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Blatt 5

Aufgabe 1 (4 Punkte)

(a) Sei X eine nicht leere Menge und seien Abbildungen f; : X — T; mit ¢ €
gegeben, wo (T}, 7;) topologische Réume sind. Es sei

T =V F71(T) =({/'(0) | 0OeT}.
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Zeigen Sie, dass (X, Tx) ein topologischer Raum ist.

(b) Es seien (F1,dy), (E2,ds) zwei metrische Raume. Zeigen Sie, dass

d((z,y), (@', y)) = di(z, ") + da(y, '), (2,9),(2",y) € B x Ey
eine Metrik definiert.
(c) Seien Ej, E, seperabel. Zeigen Sie, dass (E; X Es,d) seperabel ist.
(d) Seien Ej, Es vollstindig. Zeigen Sie, dass (E; X Es, d) vollsténdig ist.

Aufgabe 2 (4 Punkte)
Es sei p(x) eine Wahrscheinlichkeitsdichte auf R. Definiere p, o(2) := n®p(n®x)
fiir x € R, n € N und ein festes a > 0. Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

(&) D ist fiir jedes @ > 0 und n € N eine Wahrscheinlichkeitsdichte auf R.
(b) p&(dz) := pp.o(z)de konvergiert schwach gegen dy.

(c) Zeigen Sie, dass {u2 | n € N} € P(R) fiir jedes feste o > 0 straff ist. Einmal
durch Zuhilfenahme von Teil (b) und einmal direkt durch die Definition.

Aufgabe 3 (4 Punkte)

Es sei (pn)nen eine Folge von Wahrscheinlichkeitsdichten auf R?. Es gelte zusiitz-
lich: Fiir alle ¢ > 0 und alle R > 0 gibt es ein ny € N derart, dass

/pn(x)da: <e, n>ny.
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Hierbei ist Br := {y € R?| |y| < R}. Zeigen Sie, dass die Folge von Wahrschein-
lichkeitsmaBen auf RY gegeben durch p,(dr) = p,(z)dr schwach gegen &y(dz)
konvergiert fiir n — oo.

Aufgabe 4 (4 Punkte)

Es sei @ > 0 und (X,,)nen eine Folge unabhéngiger, R-wertiger Zufallsvariablen,
welche uniform auf [0, «| verteilt sind. Setze Y;, = max{Xi,..., X,,} und Z, =
n(a —Y,). Zeigen Sie, dass die Verteilung von Z,, fiir n — oo schwach gegen die
Exponentialverteilung mit Parameter é konvergiert.

Hinweis: Bestimmen Sie die Verteilungsfunktion von Y,, und damit von Z,.
Zeigen Sie, dass die Verteilungsfunktion von Z,, gegen die Verteilungsfunktion
der Exponentialverteilung zum Parameter é konvergiert. Folgern Sie daraus die
Behauptung.



